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SOMMARIO

L’indagine, i cui risultati vengono qui preliminarmente riassunti, riguarda un’analisi teorica dell’influenza
del regime di rotazione e degli errori di costruzione sul rendimento meccanico di un giunto cardanico.
Il giunto e stato modellato come un meccanismo RCCC e l'analisi dinamica completa e stata eseguita
utilizzando l'algebra dei vettori duali.

ABSTRACT

This investigation concerns with the influence of rotation speed on the mechanical efficiency of Cardan
joints. The model includes also the effects due to manufacturing and mounting errors on the efficiency.
The joint has been modelled as an RCCC spatial linkage and the full dynamic analysis performed by
means of dual vectors algebra.

1. INTRODUZIONE
Il giunto cardanico costituisce uno dei giunti pitt frequentemente impiegati in applicazioni industriali. Un
primo modello di analisi del rendimento meccanico di tale giunto fu impostato da A. Morecki [1]. In
particolare, il modello

- considerava solo le perdite nelle coppie della crociera;
- trascurava le azioni di inerzia;
- non comprendeva la presenza di errori di costruzione e montaggio.
Allo scopo di affinare I’analisi di Morecki, alcuni autori del presente lavoro (E.P. e P.P.V.) [2]
- pervenivano per altra via agli stessi risultati di A. Morecki;
- includevano anche le perdite nelle coppie che collegano i membri mobili con il telaio;
- estendevano i risultati al doppio giunto cardanico omocinetico.

Per semplicita di impiego i risultati venivano presentati in forma di design chartsIn un lavoro successivo
[3], il modello di stima del rendimento ha incluso anche gli effetti che, sul rendimento meccanico, avevano
gli errori di costruzione e montaggio.

Pur essendo disponibili modelli di analisi dinamica in presenza di errori di costruzione e montaggio in un
giunto cardanico ([4, 5, 6, 7]), da una disamina della letteratura scientifica sembrerebbe esserci carenza di
modelli di calcolo che mettano in relazione il rendimento meccanico di un giunto cardanico con il regime
di rotazione. Scopo principale della presente memoria ¢ dunque quello di colmare tale lacuna.

Nella presente analisi, la modellazione degli errori di costruzione e montaggio sulla cinematica del
meccanismo e avvenuta considerando un meccanismo RCCC. Inoltre, vengono ammesse le seguenti ipotesi



attrito Coulombiano;
assenza di stiction;
assenza di giochi o backlash nelle coppie cinematiche;

corpi rigidi.

Il lavoro, in particolare, e articolato come segue:

cenni sull’analisi dinamica dei meccanismi mediante ’algebra dei numeri duali;

analisi dinamica completa di un meccanismo RCCC cinematicamente equivalente al giunto carda-
nico con errori dimensionali;

modello per il calcolo delle forze introdotte dall’attrito nelle coppie cinematiche;

presentazione dei risultati numerici.

2. NOMENCLATURA

i+l
[A] : Matrice duale per la trasformazione di vettori duali dal riferimento cartesiano associato alla
I

coppia iM

a quello associato alla coppia (i+1)™%

Ci: origine del sistema di coordinate della coppia iM%

lfé'(‘fg & il vettore duale delle azioni dinamiche esterne (forze e coppie) agenti sul corpo i, ridotto in
C e con le componenti espresse nel riferimento ig

Gi: baricentro del membro i™°;

[ng))] , matrice d’inerzia del corpo i calcolata rispetto al riferimento C — X, Yi, z,;

P (i) :
{ch(j,l)} : Quantita di moto duale del corpo (j —1)™M°, calcolata nel punto Cj ed espressa nel
riferimento della coppia j™3
m: massa del membro iM
. (i) .
{RCJ- (j)} : Vettore delle forze duali agenti sul membro j™°, calcolate in Cj, ed espressa nel
riferimento della coppia j™&
Rlk) = CG, vettore espresso in C — X;,Yi, Z,
S : spostamento relativo nella i™ coppia cilindrica (v. Figura 1);
Vgé?j) = G)I(ik) +sv&ki)j): velocita duale del corpo i, rispetto al corpo j, calcolata in C e misurata nel
riferimento ix. Quando | si riferisce al membro telaio, il pedice puo essere omesso.
0 angolo tra gli assi z e 7Z1;
€: unita duale (€2 = 0);
Ni rendimento meccanico del giunto cardanico;
wyi: Velocita angolare relativa tra i membri che convergono nella coppia i™?

: indica I'operazione di derivata temporale;

~ : indica la matrice antisimmetrica associata ad un vettore;



3. EQUAZIONI DI NEWTON-EULER IN FORMA DUALE
Il momento della quantitd di moto duale del corpo rigido i™M°, valutato in C, ed espresso nel riferimento
ik, vale

{ﬁcm}(ik) =m {ug)} M = m [RO9] {a}
+s(m [ﬁ(ik)} {Vc(i)}(ik) + [J&‘.ﬂ {wi}(ik)> : 1)

Com’e noto, la derivata del momento della quantita di moto di un corpo, rispetto ad un punto C e
pari alla somma dei momenti delle forze agenti sul corpo medesimo, tutti calcolati rispetto a C.
Tale principio puo essere duneque espresso in forma duale, attraverso ’espresione

%{H\C(i)}(ik) _ {ﬁc(i)}(ik) . @

Tenuto conto che ik non ¢ un riferimento inerziale, ma si muove con un atto di moto definito dalla

velocita duale {Vc(i) }(Ik), la (2) si trasforma nella seguente

{ﬁc(i)}(ik) + [Vfcv(i)(ik)] {HC(i)}(ik) = {ﬁC(i)}(ik) . 3)
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Figura 1: Denavit-Hartenberg parameters

4. DINAMICA DI UN QUADRILATERO RCCC

Possono innanzitutto scriversi, per i tre corpi mobili, le equazioni duali di equilibrio:

A R} {Ree )} = {Fean} (42)
{AE{A 2(2)}(2) - {%3(3)}(3) = {ﬁc3(2)}(3) , (4b)
A {Roa}” (R} = {Feus} (4c)



Queste ultime, tenuta presente la (3), forniscono, per j = 2,3,4,

{ﬁcj(jfl)}(j)‘f' [vcr(j/l)(j)} {ﬁcj(jfl)}(j) _ [A};il{ﬁcj,l(jfl)}(jil) B {ﬁcj(j)}(j) , 5)

ovvero il sistema di equazioni lineari da risolvere rispetto alle componenti dei vettori duali delle forze
vincolari ai giunti

Il primo passo consiste dunque nel valutare le quantita di moto duali dei corpi mobili. Nel caso del
meccanismo RCCC, particolarizzando la (1) e posto

m{CiaG} ™ ={5}" | (=123 (6)
le quantita di moto duali per i membri mobili del meccanismo valgono:
Membro 1:
{Feuw )} =mu {0} - [87] 7 fea}®
re([87] b @+ 2] () g
Membro 2:
{ﬁcs(Z)}(s) =Mz {Vey(2) } (3) B {@3)} N {or}®
re (8] o) ¥+ 1] () | ®)
Membro 3:

{Feus ) =ms ey} - [8] (a
re ([ o) @+ (] tn®) ©

D’altro canto, per definire i vettori velocita presenti in quest’ultime, € necessario prendere in considera-
zione anche le seguenti uguaglianze che derivano dall’analisi cinematica:

a2
~ A a0} (10)
ove (l> ) T
{Ve,a9} " ={0 0 6} , (11)
{Vey20 ) ={w}® +e{ve,)} ¥
3
=4, (Taea}? — {623 (12)
ove 3 ) T
Ve }®={0 0 —(Bs+es) }' | (13)
e
{Veya2} P ={0 0 (Bs+es) }' (14)

{Veyan ¥ ={ws}® +e{ve,m ) . (15)



Allorché si particolarizzi la (3) per i membri del quadrilatero RCCC, avremo le azioni d’inerzia espresse

in notazione duale:

Fc

+€

N 2) —(—ma1 + Six) .ef—i—(SleO(l—SlyCdl)él )
{ 2<1>} =3

S1z5011 — Spycair) €162 + (Myagcay + Scai1) 1

— (S50 — Siycot1) S0162 — (Myay + Six) S0161

7J1yZCZG 19% + (lez — ley) S, ca 19%

— (S1za1€01 + Spyars0; — Jix01 — JixySal1) 61

(J1xyS01001 + JCPaty — 81S17) 02
___ t(Sv@usay + hyysan + hyhan) B

(alsly — JlxySZC(l — JlszC(lCC(l) 6%
+ (a1S1xca 1 + JiyzS011 + J12£01) 61

—2MpS013C038304 — Sp03 — 2030304
+ (—SixC703 + S 503C0303 — S Bac’0l3
—MpSaC03SU3H3 — SpySB3cB35° 3 + Mpagehs) 63
— (MpS03CO383 — SpyCOl3 + MpagCazshs — Sp03C03) B4
—Mps03B3&s + S, 03

—2mpsai35830483 — SpyB3 — 25,00136364
(Mpca3s03C0383 — $,C03503C03 + Mpagshs
—52X593CG352(13 — Szy0293 — Szy020130293) 9;21

+ (MpagCo3Ch3 — SpCli3 — MpSaSU3H3 -+ SpS0393) B4
— 5283 + Mps03clzsy

(2S5xS013503 — 2S,S013003) 6364
+ (MpSs — S+ SxS01303C03 — MpsaCPats — SC%a3
—SpySa3Ca3083) 62 + Mp&s — Mpcazéy
+ (Mpagso — SpyS03sB3 — Sxs03ch3) By
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Figura 2: Azioni dinamiche dovute all'attrito nelle coppie

(16)



257,53500350364 — Joy 83 — S03CO3 (Joxx + Jazz— Jayy -+ 2Jaxy) B304
—23py,00130360, + (—Joy 2035703 — (213 + Jozz— Joyy + Joxy] SU3CA13CO3
+3oy 20?03 — $783903 — JoxzP30035703 — Sy535013) 03 — I s
— S5+ (Spyazstiz — JoxxS0i3s83 — Jox,C03
$,83C03C03 + 575350303 + JoxyS3CH3) B4
— (Spycaz + Sps03¢03) &4

—25,%35003C0304 + Jox B3 + SU13503 (I — Joyy — Joz2) 636,
—2(JaxyS03083 — JxrC0l3) B304 + (—JpxsS703 — JaxyCOI3SU3CH3 — SpxSs
+Jay7903003C%03 4 Ca13503503 [Joxx — S3S22 — Joz)
+€ 88527603 — JpxC2013 [2 — CP03] + Jpy; 903003 + Spusac?az) 63 (17)
+ (J2yyS03C03 — Spx@3S03 — SpS3S013C03 — S753503C03 — S,83C0303
—JoxyS03SB3 — Joy0013) B + (SoxcOiz — S,50303) &1 — S

2(SpycO3 — Spx93) S0130483 + (—JoxyC203 — Spy@3Ch3 — [Joyy — Jox] SB3CH3
+ [SxCO3 + SpyS03] S35013€03 + [J2y703 + JoxC03] Szca3
+ [Joxx+ Joyy] SB3003C%03 + Joxy
Sp@3S03 — 20pc?035%013) 63 — Jor 3
+ [SpyCO3 — SpxSB3] S3503 + [J2y2C03 — Jox,S03] S0I3
[S2xCO3 + SpyS83] @3C03 — Jp.0013) Bs

(SoxCB3 + SpysB3) s3%4
(@) S3y94 — ngeﬁ *SE}y§4 - J3xzé4 - J3y26421
{FC4(3) } = —S3Xé4 — S3y9421 +€ S3XS4 - J3yzé4 + J3x29421
- m;s4 - JSzze4

La soluzione del sistema di equazioni (4) fornira le componenti incognite delle forze duali ai giunti.

5. AZIONI DINAMICHE IN PRESENZA D’ATTRITO

Nella i™@ coppia rotoidale, le forze di attrito sono dovute alla presenza delle:
- forze vincolari Fyj, Fyi and Fj;
- Mx| and My|

L’azione resistente attorno all’asse z dovuta alle coppie di reazione Myj and My puo essere modellata
[8, 9, 2] secondo lo schema presentato in Figura 2. In particolare la coppia My; & sostituita da due forze
F parallele ed opposte che agiscono normalmente all’asse della coppia rotoidale. A causa della presenza
di attrito tali forze generano una coppia d’attrito:

SRV (18)
|

dove d; ¢ il diametro del perno, L; la distanza tra i supporti * ed f il coefficiente d’attrito dinamico.

Analogamente, la coppia My; da luogo alla coppia d’attrito

= f%Myi . (19)
|

1per un cuscinetto con un singolo suppdrisappresenta la lunghezza assiale del cuscinetto.



In definitiva, la componente della coppia di attrito lungo ’asse z & calcolata ponendo

o (h fd
M_i = —sign(6) (T(f') + 7' \/F2+ Fy2,> : (20)
= ff'i, M2 +M2 . (21)

Appare evidente che la presenza dell’attrito altera ’equilibrio tra i membri. Tuttavia, considerati gli
elevati valori del rendimento, questo effetto non viene incluso.
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Figura 3: Confronto tra i momenti registrati nelle coppieernatiche nel caso di giunto cardanico senza (grafico
in alto) e con errori (grafico in basso). Le variazioni ipatie sui valori dig; ed o; sono di 5 mm e 10* rad,
rispettivamente.

Per la coppia cilindrica, § # 0, Mz = 0 and F;; = 0 e la presenza dell’attrito genera la coppia My e la
forza F;. La coppia My viene calcolata in maniera analoga a quanto gia descritto per la coppia rotoidale.



Pertanto, le suddette azioni dinamiche verranno calcolate tramite le seguenti equazioni:

6. ESEMPIO NUMERICO

Fi=—sign(§) f | /FZ+F3+2

fd;

1/M%+M3i

L

Mzi = —sign(éi) (t?) + - [F2+ Fﬁ) .

(22)

(23)

Il modello esposto consente innanzitutto di valutare, in condizioni dinamiche, gli effetti degli errori.

Negli esempi presentati si ¢ adottato un coefficiente di attrito dinamico f=0.005, mentre, per tutte le
coppie cinematiche, si ¢ assunto Lij=5cm e dj=4 cm. Le masse dei membri risultano essere m=1.890 Kg,
mp=1.57 Kg, mg=3.130 Kg, e le rimanenti caratteristiche inerziali dei membri sono state riassunte nella
Tabella 1. La coppia motrice € pari a 100 Nm.

Tabella 1: Caratteristiche inerziali dei membri in uni&l 8.1.

X y z ()@ X y z
{$1}? | 0.117] 0.104] -0.053 X 1001068 0 0
{$}® [ 0.081] 0.081] © y 0 0.00784] 0.00291
{53}(4) 0.127!| 0.127 0 z 0 0.00291| 0.00494
2 | x y z e [ x y z
X | 0.05525] 0 0 X | 0.00928] 0O 0
y 0 0.005988] 0 y 0 0.0111 0
z 0 0 0.001056 z 0 0 | 0.003826
0,992 —
0,990—-
0,988—-
0,986—-
N, 0,984
0,982
0,980
0978 —=— o= 1500 rpm
0970 —o— @,= 2000 rpm
00744 . —+—o=2500 rpm
0,972 S
0,070 1=
ogsd  Teeaas
T T T T T T T
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Figura 4: Influenza sul rendimento istantaneo della veloaitgolare e dell'inclinazione degli assi dell’albero
movente e cedente. | risultati riportati nel grafico in basisiferiscono ad una simulazione con velocita angolare
pari aw;=1500 rpm. Gli errori dimensionali ipotizzati nei calcatira;=0.5 mm en;=0.001 rad.
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Figura 5: Influenza degli errori dimensionali dei membrimridimenti del giunto cardanico

7. CONCLUSIONI
I grafici presentati in Figura 4 consentono di valutare quantitativamente i prevedibili effetti negativi che
hanno sul rendimento:



e l'incremento del regime di rotazione;
e l'angolo tra gli assi;
e i difetti dimensionali sui membri;

Un confronto tra i grafici rivela che 'aumento del regime di rotazione da 1500 rpm a 2500 rpm provoca
una diminuzione media del rendimento dell’1.8% circa, mentre la presenza dell’errore cinematico altera
il rendimento dello 0.15% circa. Tale situazione resta giustificata dalla modesta variazione delle reazioni
vincolari per effetto degli errori, cosi come testimoniato dal confronto dei grafici di Figura 3.

E’ in via di allestimento presso il Dipartimento di Ingegneria Meccanica dell’Universita di Roma Tor
Vergata un banco prova per 'analisi sperimentale del rendimento meccanico di giunti per applicazioni
automobilistiche. I dati raccolti serviranno sia a validare i modelli teorici qui presentati che ad affinarli.
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