
AIMETA ‘03
XVI Congresso AIMETA di Meccanica Teorica e Applicata

16th AIMETA Congress of Theoretical and Applied Mechanics

ANALISI DEL RENDIMENTO MECCANICO DI UN GIUNTO CARDANICO

M. CAVACECE1, E. PENNESTRI’2, P.P. VALENTINI2, L. VITA2

1Dipartimento di Meccanica Strutture Ambiente e Territorio, Universit̀a degli Studi di Cassino, Cassino
2Dipartimento di Ingegneria Meccanica, Università degli Studi di Roma “Tor Vergata, Roma

SOMMARIO
L’indagine, i cui risultati vengono qui preliminarmente riassunti, riguarda un’analisi teorica dell’influenza
del regime di rotazione e degli errori di costruzione sul rendimento meccanico di un giunto cardanico.
Il giunto è stato modellato come un meccanismo RCCC e l’analisi dinamica completa è stata eseguita
utilizzando l’algebra dei vettori duali.

ABSTRACT
This investigation concerns with the influence of rotation speed on the mechanical efficiency of Cardan
joints. The model includes also the effects due to manufacturing and mounting errors on the efficiency.
The joint has been modelled as an RCCC spatial linkage and the full dynamic analysis performed by
means of dual vectors algebra.

1. INTRODUZIONE
Il giunto cardanico costituisce uno dei giunti più frequentemente impiegati in applicazioni industriali. Un
primo modello di analisi del rendimento meccanico di tale giunto fu impostato da A. Morecki [1]. In
particolare, il modello

- considerava solo le perdite nelle coppie della crociera;

- trascurava le azioni di inerzia;

- non comprendeva la presenza di errori di costruzione e montaggio.

Allo scopo di affinare l’analisi di Morecki, alcuni autori del presente lavoro (E.P. e P.P.V.) [2]

- pervenivano per altra via agli stessi risultati di A. Morecki;

- includevano anche le perdite nelle coppie che collegano i membri mobili con il telaio;

- estendevano i risultati al doppio giunto cardanico omocinetico.

Per semplicità di impiego i risultati venivano presentati in forma di design charts. In un lavoro successivo
[3], il modello di stima del rendimento ha incluso anche gli effetti che, sul rendimento meccanico, avevano
gli errori di costruzione e montaggio.
Pur essendo disponibili modelli di analisi dinamica in presenza di errori di costruzione e montaggio in un
giunto cardanico ([4, 5, 6, 7]), da una disamina della letteratura scientifica sembrerebbe esserci carenza di
modelli di calcolo che mettano in relazione il rendimento meccanico di un giunto cardanico con il regime
di rotazione. Scopo principale della presente memoria è dunque quello di colmare tale lacuna.
Nella presente analisi, la modellazione degli errori di costruzione e montaggio sulla cinematica del
meccanismo è avvenuta considerando un meccanismo RCCC. Inoltre, vengono ammesse le seguenti ipotesi



- attrito Coulombiano;

- assenza di stiction;

- assenza di giochi o backlash nelle coppie cinematiche;

- corpi rigidi.

Il lavoro, in particolare, è articolato come segue:

- cenni sull’analisi dinamica dei meccanismi mediante l’algebra dei numeri duali;

- analisi dinamica completa di un meccanismo RCCC cinematicamente equivalente al giunto carda-
nico con errori dimensionali;

- modello per il calcolo delle forze introdotte dall’attrito nelle coppie cinematiche;

- presentazione dei risultati numerici.

2. NOMENCLATURA

-
[
Â
]i+1

i
: Matrice duale per la trasformazione di vettori duali dal riferimento cartesiano associato alla

coppia ima a quello associato alla coppia (i +1)ma;

- Ci : origine del sistema di coordinate della coppia ima;

- F̂(ik)
C(i) è il vettore duale delle azioni dinamiche esterne (forze e coppie) agenti sul corpo i, ridotto in

C e con le componenti espresse nel riferimento ik

- Gi : baricentro del membro imo;

-
[
J(ik)
C(i)

]
, matrice d’inerzia del corpo i calcolata rispetto al riferimento C−xikyikzik ;

-
{

ĤCj ( j−1)

}( j)
: Quantità di moto duale del corpo ( j −1)mo, calcolata nel punto Cj ed espressa nel

riferimento della coppia jma;

- mi : massa del membro imo;

-
{

R̂Cj ( j)

}( j)
: Vettore delle forze duali agenti sul membro jmo, calcolate in Cj , ed espressa nel

riferimento della coppia jma;

- ~R(ik) =
→

CGi , vettore espresso in C−xikyikzik

- si : spostamento relativo nella ima coppia cilindrica (v. Figura 1);

- v̂(ik)
C(i, j) =~ω(ik)

i + ε~v(ik)
C(i, j): velocità duale del corpo i, rispetto al corpo j, calcolata in C e misurata nel

riferimento ik. Quando j si riferisce al membro telaio, il pedice può essere omesso.

- αi angolo tra gli assi zi e zi+1;

- ε: unità duale (ε2 = 0);

- ηi rendimento meccanico del giunto cardanico;

- ωi : Velocità angolare relativa tra i membri che convergono nella coppia ima;

- · : indica l’operazione di derivata temporale;

- ˜ : indica la matrice antisimmetrica associata ad un vettore;



3. EQUAZIONI DI NEWTON-EULER IN FORMA DUALE
Il momento della quantità di moto duale del corpo rigido imo, valutato in C, ed espresso nel riferimento
ik, vale

{
ĤC(i)

}(ik)
=mi

{
vC(i)

}(ik)−mi

[
R̃(ik)

]
{ωi}

(ik)

+ ε
(

mi

[
R̃(ik)

]{
vC(i)

}(ik) +
[
J(ik)
C(i)

]
{ωi}

(ik)
)

. (1)

Com’è noto, la derivata del momento della quantità di moto di un corpo, rispetto ad un punto C è
pari alla somma dei momenti delle forze agenti sul corpo medesimo, tutti calcolati rispetto a C.

Tale principio può essere duneque espresso in forma duale, attraverso l’espresione

d
dt

{
ĤC(i)

}(ik)
=

{
F̂C(i)

}(ik)
. (2)

Tenuto conto che ik non è un riferimento inerziale, ma si muove con un atto di moto definito dalla

velocità duale
{

vC(i)

}(ik), la (2) si trasforma nella seguente

{
˙̂HC(i)

}(ik)
+

[
˜̂vC(i)

(ik)
]{

ĤC(i)

}(ik)
=

{
F̂C(i)

}(ik)
. (3)
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Figura 1: Denavit-Hartenberg parameters

4. DINAMICA DI UN QUADRILATERO RCCC

Possono innanzitutto scriversi, per i tre corpi mobili, le equazioni duali di equilibrio:

[
Â
]2

1

{
R̂C1(1)

}(1)
−

{
R̂C2(2)

}(2)
=

{
F̂C2(1)

}(2)
, (4a)

[
Â
]3

2

{
R̂C2(2)

}(2)
−

{
R̂C3(3)

}(3)
=

{
F̂C3(2)

}(3)
, (4b)

[
Â
]4

3

{
R̂C3(3)

}(3)
−

{
R̂C4(4)

}(4)
=

{
F̂C4(3)

}(4)
. (4c)



Queste ultime, tenuta presente la (3), forniscono, per j = 2,3,4,

{
˙̂HCj ( j−1)

}( j)
+

[
˜v̂Cj ( j−1)

( j)
]{

ĤCj ( j−1)

}( j)
=

[
Â
] j

j−1

{
R̂Cj−1( j−1)

}( j−1)
−

{
R̂Cj ( j)

}( j)
, (5)

ovvero il sistema di equazioni lineari da risolvere rispetto alle componenti dei vettori duali delle forze
vincolari ai giunti

Il primo passo consiste dunque nel valutare le quantità di moto duali dei corpi mobili. Nel caso del
meccanismo RCCC, particolarizzando la (1) e posto

mi {Ci+1Gi}
(i+1) = {Si}

(i+1)
, (i = 1,2,3) (6)

le quantità di moto duali per i membri mobili del meccanismo valgono:
Membro 1:

{
ĤC2(1)

}(2)
=m1

{
vC2(1)

}(2)
−

[
S̃(2)

1

](2)
{ω1}

(2)

+ ε
([

S̃(2)
1

](2) {
vC2(1)

}(2)
+

[
J(2)
C2(1)

]
{ω1}

(2)

)
, (7)

Membro 2:

{
ĤC3(2)

}(3)
=m2

{
vC3(2)

}(3)
−

[
S̃(3)

2

](3)
{ω2}

(3)

+ ε
([

S̃(3)
2

](3) {
vC3(2)

}(3)
+

[
J(3)
C3(2)

]
{ω2}

(3)

)
, (8)

Membro 3:

{
ĤC4(3)

}(4)
=m3

{
vC4(3)

}(4)
−

[
S̃(4)

3

](4)
{ω3}

(4)

+ ε
([

S̃(4)
3

](4) {
vC4(3)

}(4)
+

[
J(4)
C4(3)

]
{ω3}

(4)

)
. (9)

D’altro canto, per definire i vettori velocità presenti in quest’ultime, è necessario prendere in considera-
zione anche le seguenti uguaglianze che derivano dall’analisi cinematica:

{
v̂C2(1,4)

}(2)
={ω1}

(2) + ε
{

vC2(1,4)

}(2)

=
[
Â
]2

1

{
v̂C1(1,4)

}(1)
, (10)

ove {
v̂C1(1,4)

}(1)
=

{
0 0 θ̇1

}T
, (11)

{
v̂C3(2,4)

}(3)
={ω2}

(3) + ε
{

vC3(2)

}(3)

=
[
Â
]3

4

{
v̂C4(3,4)

}(4)
−

{
v̂C3(3,2)

}(3)
, (12)

ove {
v̂C4(3,4)

}(3)
=

{
0 0 −

(
θ̇4 + εṡ4

) }T
, (13)

e {
v̂C3(3,2)

}(3)
=

{
0 0

(
θ̇3 + εṡ3

) }T
, (14)

{
v̂C4(3,4)

}(4)
={ω3}

(4) + ε
{

vC4(3)

}(4)
. (15)



Allorché si particolarizzi la (3) per i membri del quadrilatero RCCC, avremo le azioni d’inerzia espresse
in notazione duale:

{
F̂C2(1)

}(2)
=





−(−m1a1 +S1x) θ̇2
1 +(S1zsα1−S1ycα1) θ̈1

(S1zsα1−S1ycα1)cα1θ̇2
1 +(m1a1cα1 +S1xcα1) θ̈1

−(S1zsα1−S1ycα1)sα1θ̇2
1− (m1a1 +S1x)sα1θ̈1





+ ε





−J1yzc2α1θ̇2
1 +(J1zz−J1yy)sα1cα1θ̇2

1

−(S1za1cα1 +S1ya1sα1−J1xzcα1−J1xysα1) θ̈1(
J1xysα1cα1 +J1xzc2α1−a1S1z

)
θ̇2

1

+(S1xa1sα1 +J1yysα1 +J1yzcα1) θ̈1(
a1S1y−J1xys2α1−J1xzsα1cα1

)
θ̇2

1

+(a1S1xcα1 +J1yzsα1 +J1zzcα1) θ̈1





(16)

{
F̂C3(2)

}(3)
=





−2m2sα3cθ3ṡ3θ̇4−S2xθ̇2
3−2S2xcα3θ̇3θ̇4

+
(
−S2xc2θ3 +S2zsα3cα3sθ3−S2xs2θ3c2α3

−m2s3cα3sα3sθ3−S2ysθ3cθ3s2α3 +m2a3cθ3
)

θ̇2
4

−(m2sα3cθ3s3−S2ycα3 +m2a3cα3sθ3−S2zsα3cθ3) θ̈4

−m2sα3sθ3s̈4 +S2yθ̈3

−2m2sα3sθ3θ̇4ṡ3−S2yθ̇2
3−2S2ycα3θ̇3θ̇4

(m2cα3sα3cθ3s3−S2zcα3sα3cθ3 +m2a3sθ3

−S2xsθ3cθ3s2α3−S2yc
2θ3−S2yc

2α3c2θ3
)

θ̇2
4

+(m2a3cα3cθ3−S2xcα3−m2s3sα3sθ3 +S2zsα3sθ3) θ̈4

−S2xθ̈3 +m2sα3cθ3s̈4

(2S2xsα3sθ3−2S2ysα3cθ3) θ̇3θ̇4

+
(
m2s3−S2z+S2xsα3sθ3cα3−m2s3c2α3−S2zc2α3

−S2ysα3cα3cθ3) θ̇2
4 +m2s̈3−m2cα3s̈4

+(m2a3sα3−S2ysα3sθ3−S2xsα3cθ3) θ̈4




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Figura 2: Azioni dinamiche dovute all’attrito nelle coppie



+ε





2S2zṡ3sα3sθ3θ̇4−J2yzθ̇2
3−sα3cθ3 (J2xx+J2zz−J2yy+2J2xy) θ̇3θ̇4

−2J2yzcα3θ̇3θ̇4 +
(
−J2yzc

2α3s2θ3− [S2zs3 +J2zz−J2yy+J2xy]sα3cα3cθ3

+J2yzc2θ3−S2za3sθ3−J2xzsθ3cθ3s2α3−S2ys3s2α3
)

θ̇2
4−J2xzθ̈3

−S2ys̈3 +(S2ya3sα3−J2xxsα3sθ3−J2xzcα3

S2za3cα3cθ3 +S2zs3sα3sθ3 +J2xysα3cθ3) θ̈4

−(S2ycα3 +S2zsα3cθ3) s̈4

−2S2zṡ3sα3cθ3θ̇4 +J2xzθ̇2
3 +sα3sθ3 (J2xx−J2yy−J2zz) θ̇3θ̇4

−2(J2xysα3cθ3−J2xzcα3) θ̇3θ̇4 +
(
−J2xzs

2θ3−J2xycα3sα3cθ3−S2xs3

+J2yzsθ3cθ3c2α3 +cα3sα3sθ3 [J2xx−s3S2z−J2zz]

a3S2zcθ3−J2xzc2α3
[
2−c2θ3

]
+J2yzsθ3cθ3 +S2xs3c2α3

)
θ̇2

4

+(J2yysα3cθ3−S2xa3sα3−S2zs3sα3cθ3−S2zs3sα3cθ3−S2za3cα3sθ3

−J2xysα3sθ3−J2yzcα3) θ̈4 +(S2xcα3−S2zsα3sθ3) s̈4−S2xs̈3

2(S2ycθ3−S2xsθ3)sα3θ̇4ṡ3 +
(
−J2xyc2α3−S2ya3cθ3− [J2yy−J2xx]sθ3cθ3

+[S2xcθ3 +S2ysθ3]s3sα3cα3 +[J2yzsθ3 +J2xzcθ3]sα3cα3

+[J2xx+J2yy]sθ3cθ3c2α3 +J2xy

S2xa3sθ3−2J2xyc2θ3s2α3
)

θ̇2
4−J2zzθ̈3

+[S2ycθ3−S2xsθ3]s3sα3 +[J2yzcθ3−J2xzsθ3]sα3

[S2xcθ3 +S2ysθ3]a3cα3−J2zzcα3) θ̈4

(S2xcθ3 +S2ysθ3)sα3s̈4





(17)

{
F̂C4(3)

}(4)
=





S3yθ̈4−S3xθ̇2
4

−S3xθ̈4−S3yθ̇2
4

−m3s̈4





+ ε





−S3ys̈4−J3xzθ̈4−J3yzθ̇2
4

S3xs̈4−J3yzθ̈4 +J3xzθ̇2
4

−J3zzθ̈4





La soluzione del sistema di equazioni (4) fornirà le componenti incognite delle forze duali ai giunti.

5. AZIONI DINAMICHE IN PRESENZA D’ATTRITO

Nella ima coppia rotoidale, le forze di attrito sono dovute alla presenza delle:

- forze vincolari Fxi, Fyi and Fzi;

- Mxi and Myi

L’azione resistente attorno all’asse z dovuta alle coppie di reazione Mxi and Myi può essere modellata
[8, 9, 2] secondo lo schema presentato in Figura 2. In particolare la coppia Mxi è sostituita da due forze
F parallele ed opposte che agiscono normalmente all’asse della coppia rotoidale. A causa della presenza
di attrito tali forze generano una coppia d’attrito:

τxi
f = f

di

Li
Mxi , (18)

dove di è il diametro del perno, Li la distanza tra i supporti 1 ed f il coefficiente d’attrito dinamico.
Analogamente, la coppia Myi dà luogo alla coppia d’attrito

τyi
f = f

di

Li
Myi . (19)

1Per un cuscinetto con un singolo supportoLi rappresenta la lunghezza assiale del cuscinetto.



In definitiva, la componente della coppia di attrito lungo l’asse z è calcolata ponendo

Mzi = −sign
(
θ̇i

)(
τ(i)

f +
f di

2

√
F2

xi +F2
yi

)
, (20)

ove

τ(i)
f = f

di

Li

√
M2

xi +M2
yi . (21)

Appare evidente che la presenza dell’attrito altera l’equilibrio tra i membri. Tuttavia, considerati gli
elevati valori del rendimento, questo effetto non viene incluso.
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Figura 3: Confronto tra i momenti registrati nelle coppie cinematiche nel caso di giunto cardanico senza (grafico
in alto) e con errori (grafico in basso). Le variazioni ipotizzate sui valori diai ed αi sono di 5 mm e 10−4 rad,
rispettivamente.

Per la coppia cilindrica, ṡi 6= 0, Mzi = 0 and Fzi = 0 e la presenza dell’attrito genera la coppia Mzi e la
forza Fzi. La coppia Mzi viene calcolata in maniera analoga a quanto già descritto per la coppia rotoidale.



Pertanto, le suddette azioni dinamiche verranno calcolate tramite le seguenti equazioni:

Fzi = −sign(ṡi) f




√
F2

xi +F2
yi +2

√
M2

xi +M2
yi

Li


 , (22)

Mzi = −sign
(
θ̇i

)(
τ(i)

f +
f di

2

√
F2

xi +F2
yi

)
. (23)

6. ESEMPIO NUMERICO

Il modello esposto consente innanzitutto di valutare, in condizioni dinamiche, gli effetti degli errori.
Negli esempi presentati si è adottato un coefficiente di attrito dinamico f=0.005, mentre, per tutte le

coppie cinematiche, si è assunto Li=5cm e di=4 cm. Le masse dei membri risultano essere m1=1.890 Kg,
m2=1.57 Kg, m3=3.130 Kg, e le rimanenti caratteristiche inerziali dei membri sono state riassunte nella
Tabella 1. La coppia motrice è pari a 100 Nm.

Tabella 1: Caratteristiche inerziali dei membri in unità del S.I.

x y z

{S1}
(2) 0.117 0.104 -0.053

{S2}
(3) 0.081 0.081 0

{S3}
(4) 0.127 0.127 0

[J1]
(2) x y z

x 0.01068 0 0
y 0 0.00784 0.00291
z 0 0.00291 0.00494

[J2]
(3) x y z

x 0.05525 0 0
y 0 0.005988 0
z 0 0 0.001056

[J3]
(4) x y z

x 0.00928 0 0
y 0 0.0111 0
z 0 0 0.003826
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Figura 4: Influenza sul rendimento istantaneo della velocità angolare e dell’inclinazione degli assi dell’albero
movente e cedente. I risultati riportati nel grafico in bassosi riferiscono ad una simulazione con velocità angolare
pari aω1=1500 rpm. Gli errori dimensionali ipotizzati nei calcoli sonoai=0.5 mm eα1=0.001 rad.
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Figura 5: Influenza degli errori dimensionali dei membri sulrendimenti del giunto cardanico

7. CONCLUSIONI
I grafici presentati in Figura 4 consentono di valutare quantitativamente i prevedibili effetti negativi che
hanno sul rendimento:



• l’incremento del regime di rotazione;

• l’angolo tra gli assi;

• i difetti dimensionali sui membri;

Un confronto tra i grafici rivela che l’aumento del regime di rotazione da 1500 rpm a 2500 rpm provoca
una diminuzione media del rendimento dell’1.8% circa, mentre la presenza dell’errore cinematico altera
il rendimento dello 0.15% circa. Tale situazione resta giustificata dalla modesta variazione delle reazioni
vincolari per effetto degli errori, cos̀ı come testimoniato dal confronto dei grafici di Figura 3.

E’ in via di allestimento presso il Dipartimento di Ingegneria Meccanica dell’Università di Roma Tor
Vergata un banco prova per l’analisi sperimentale del rendimento meccanico di giunti per applicazioni
automobilistiche. I dati raccolti serviranno sia a validare i modelli teorici qui presentati che ad affinarli.
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