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ovvero, stante le (1.97) e (1.99),
GA) o] = [PA] [w] [A] + PA] [@s] [iA]
= [P4] @] [2A]" 4] + [24] ['@;1] [24]" [34]
- [w] 4] = P& 4] -
Quindi, essendo
(4] P A =~ ['&)] -
segue

- %3] = - %] 4] (4] - @] (4] 4]

J J J J

relazione equivalente alla (1.96) in quarfo ] [?A}T =[1].

Stante la proprieta additiva di cui godono i vettori vetacingolare, quella assoluta del con‘pc{owi}, potra
ottenersi quale somma delle velocita angolari relativecdepi (o dei rispettivi riferimenti) intermedi tramedesimo
ed il telaio. Appare superfluo ribadire che le componentedelocita angolari relative per poter essere correttdme
sommate dovranno essere espresse nel medesimo sistefeariento.

1.10 Composizione di due atti di moto rotatori

Assegnati ad un corpo rigido due atti di moto di rotazione&ggjliono determinare le caratteristiche cinematiche del
moto risultante. Nel caso piu generale gli assi dei motiottzione infinitesima saranno sghembi. Con riferimento
alla geometria della Figura 1.14 il primo atto di moto € uatazione con velocita angolaig attorno all’asse:,
mentre il secondo € una rotazione con velocita angalam@torno acu,

Il campo vettoriale di velocita del moto risultante vecexatterizzato tramite i seguenti:

- velocita angolare;
- posizione del rispettivo asse centrale
- velocitad,, di un puntoM ditale asse.
La velocita angolare del moto risultante vale
W =d1 + Jo (1.101)
mentre la velocita del puntd/ si ottiene dalla somma

6M :@'1 X A1M+032 X A2M
= Uy, + Vg - (1.102)

ove A; ed A, sono rispettivamente le intersezioni della retta di mintghisdanza con gli assi; eda,. Le posizioni
del puntoM e dell'asse centrale sono per il momento incogniti.
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Figura 1.14: Composizione di atti di moto rotatori: Nomenclatura

Per determinare gli angoli, € v- che tale asse rispettivamente forma egreda. utilizzeremo le relazioni

T +Ye=7 (1.103a)
w1 w9y

_ (1.103b)

sin yp sin o

la cui deduzione e immediata osservando il triangolo chéuice la somma vettoriale delle velocita angolari.
La condizione di appartenenzai all’'asse centrale conduce alla

UM XxWd=0
il cui sviluppo porge
(031 +ng) X (ﬁl X A1 M + &g X AQM) =0,

ovvero
w1 (w1 + wa cosy) Ay M + wa (wa + w1 cosy) AoM =0,
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in cui A1 M ed A, M sono da considerare come segmenti orientati con un propgocsalgebricoi(fe. A1 M =
—MA,).
Tenute presenti le (1.103) la precedente diventa
AiM tanvy
AosM — tanmyg

(1.104a)

da utilizzare unitamente alla
AM+ MAy =d, (1.104b)

cond minima distanza tra; edas.

In definitiva, la composizione di due rotazioni infinitesih luogo, in generale, ad un moto elicoidale risultante
caratterizzato dalle (1.101), (1.103), (1.103).

Il calcolo del risultante di due generici atti di moto casisce un caso particolare di quello appena discusso. Tale
calcolo verra presentato utilizzando la teoria dei tarsor

1.11 Integrabili&d

Le componentivx, wy edwz della velocita angolarg, non essendo le derivate delle componenti di un vettore non
possono essere integrate

Tale situazione giustifica I'introduzione di terne di arigelg. angoli di Eulero e di Cardano) in grado di definire
I'orientamento e le cui derivate siano integrabili.

Per meglio illustrare quanto detto si inizi col ricordare dhdifferenziale

dz = Adzx 4+ Bdy (1.105)
e integrabile solo se & verificata I'uguaglianza
0A OB
— = 1.106
dy Oor ( )
Dalla (1.109)
W sindsing cos¢p 0O ¥
wy p=| sindcos¢ —sing 0 0
W, cos ¥ 0 1 b
si ha

wzdt = sin ¢ sin Ody) + cos ¢pdb .
Tale espressione non & integrabile in quanto

Jdsin¢sin y 0dcos ¢
90 EVE
6
wa
A1 M :_ﬂlJr o cos 7y
As M w2 :—? + cosy
. 14 87 g . . .9 . .
__siny2 sin o v _ sin~y2 + siny1 cosy1 cosy2 — sin® 1 sinyz sinqe
sinvy; Sinyz + cosy sin~y1 + sin vz cosy2 cosy1 — sin? 42 siny; sin~y;

sin vy

sin 2 cos? Y1 + sin-y1 cos 7y1 cos y2 siny2

sin y1 cos? Y2 + siny2 cos y2 cos y1 sinyp
_cosm (sin~y2 cosy1 + sin~y1 cosy2) sin~ys _ tanvye

cosy2 (sin~y1 cosy2 + sin~yz cosy1) sinyp tan y1

“v. p. 32.
8y, p. ??



Capitolo

Cenni di teoria dei torsori

2.1 Introduzione

La teoria dei torsori € fondata su due scoperte indipemdensettori della Statica e della Cinematica.
La prima e dovuta a L. Poinsot [36] il quale:

- introdusse il concetto dioppie di forzdue vettori liberi di uguale modulo, direzione e versi o

- dimostro che un qualsiasi sistema di forze agente su yroquuio essere ridotto ad una forZa ad una coppia
di momentaM agente su un piano ortogonale Adnedesima.

A tale proposito & anche importante osservare che la retziotiel di &, coincidente con 'asse centrale del sistema
di forze, € unica.
La combinazione del risultante e della coppial/o, nonché di, viene qui denominataorsore dinamico

{To}{ ]50 } (2.1)

Il torsore dinamico comprende due vettori:
- il vettore lineaR, risultante delle forze la cui retta d’azione costituisesdel ;
- il vettore liberoMo, parallelo al primo e rappresentante il momento della coppi

Nella Statica il torsore dinamico costituisce la piu seiggsbtruttura attraverso la quale definire un insieme digforz
L'asse del torsore, associato adpassop tale che

pR = Mo, (2.2)

puo essere considerato quale entita geometrica dentasitraw

L'altra importante scoperta, dovuta a G.G. Mozzi [31], ante di equiparare qualsiasi atto di moto rigido ad una
rotazione istantanea, attorno ad un asse (liheajefinita da una velocita angolasee ad una traslazione con velocita
v parallelo ad esso.

Anche in questo caso la posizioneldé univoca.

1’entita in questione fu da Battaglini originariamentendeinatadinami[5] e da R.S. Ballvrench3].
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Il moto pit generale di un corpo viene quindi assimilato allgudi una vite su una madrevite avepi@ssop tale
che
p(IJ' = 6E .

Per definire un atto di moto rigido viene introdottotonsore cinematico istantaneanche dettoelocity screw twist
_J @
ey ={ 3 | (2:3)
entita costituita da:
- il vettore velocita angolar@, diretto lungo I'assé del moto elicoidale istantaneo;

- il vettore velocitarr anch’esso diretto lungb.

Attraverso{rg } riusciamo a definire il campo di velocita elicoidale dei aiel corpo rigido non appartenenti &d

| comuni elementi tra la Statica e la Cinematica appena dss@onsentono di studiare in maniera unificata tanto
le proprieta dell’equilibrio dei corpi, quanto quelle diegti di moto rigidi.

Le analogie in queste due branche della Meccanica vengaoresialormalmente messe in luce dalle seguenti
relazioni:

e tra momenti

MA:M()—I—@XE (24)

che consente di calcolare come varia il momento spostangdonito di riduzione delle forze d&, punto
appartenente ad ad 4;

e tra velocita
Ta =g+ AE X & (2.5)

che definisce la velocita di un generico pudtalel corpo mobile.

La teoria dei torsori € dunque un formalismo consente diilata importanti proprieta tanto nella Statica che nella
Cinematica.

2.2 Somma di torsori

Siano

{ﬁ}={ gll } : {rg}z{ ‘;22 } (2.6)

due torsori cinematici, di passq e p, ed assﬁl efzg, rispettivamente, di cui si vuole determinare il versonasw.
Per far corrispondere a tale operazione un significato fisitnaginiamo chegr; } e {r} siano torsori relativi a
due atti di moto imposti ad un corpo rigido. Si vuole deteran@il risultante di tali torsori.

Quando il corpo & soggettofa; } il generico puntoM = { M, M, M, }T dell'asse centrale del moto
risultante e soggetto ad una velocita di modulo

—

1 = Wipr +dy X d_i (2.7)

cond, vettore della minima distanza tta e P. Osservando che i termini che compaiono nella (2.7) soragortali,

il modulo di#; vale
v =wiy/pi+d3. (2.8)
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Analogamente, sotto I'azione i}, indicato cor‘d_'g vettore della minima distanza t?@ e M, la velocita diM vale

Ty = Qapa + @2 X dy (2.9)

vo = wiy\/ps + d3 . (2.10)

Pertanto, sotto I'azione simultanea{di } e {7} la velocita risultante di\/ sara

con modulo pari a

Uy = U1 + Vo (211)
mentre I'atto di moto rigido avra una velocita angolare

W0 =W+ Wy . (212)

ST

Del torsore{r} = { } relativo all’atto di moto risultante, determineremo ilssap e la posizione dell’asse

centraleh.
Applicando il teorema di Carnot si ottiene il quadrato deldulo di v,

Vi = w? (p% + d%) + w3 (p% + d%) + 2\/}7% + d%\/pg + d3wiws cos ¢ . (2.13)

essend@ I'angolo trav; e vs.
Tale quantita pud anche esprimersi attraverso |'esjmess

1212\4 = p?w? = p? (w% + w3 + 2wiws cos 'y) . (2.14)

Il confronto della (2.13) con quest’ultima porge

o Wi (pf+di) + w3 (93 +d3) +2¢/pT + d2/p3 + djwiwz cos ¢
p= w2 4 w2 + 2w
1 > 1W2 COS 7Y

(03 + &) + 2 (9 + B3) + 207 + B/ + B2 cos

= — (2.15)
1+ 2% + 222 cosy
PoichéM appartiene all'asse centrale dovra essere
WX Upy=0. (2.16)

Sostituite in quest’ultima le (2.11) e (2.12) avremo
(W1 + o) X (072]?2 + g x Cf2 +Wip1 + @ X CZ;)
=01 X Wapa + Wy X (@'2 X JQ) + &1 X (@'1 X Cii)
Gy x (@2 x d3) + @2 x Gip1 + G x (1 x )
=01 X Wapa + (071 CZQ)CUQ — (& '@'2)6724- (51'@)51 — (071 ) _1)

+ (52'£)52—(Q2'52)6f2 + o X Wipr + (52'651)&31—(072'51):0

in cui i termini non nulli avranno la direzione della minimetnza tra gli assh, € ho.
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Detto~ I'angolo traﬁl e Eg, la direzione dell’assé del torsore risultante si ottiene dalle condizioni

2 - (2.17a)
SIN 1 Sin vz
Y=+ 72 (2.17b)
quali discendono dalla geometria della Figura 2.1.
Ay
dy
M
do
Ay
Figura 2.1: Composizione di atti di moto rotatori: Nomenclatura
Tenuto conto che i vettorfl ed} sono paralleli e normali al prodoti@®y x oy, sard
Wiwa SNy (p1 — p2) — wiwz cosy (dy + dz) — dyw? — dow3 =0, (2.18a)
relazione da considerare unitamente alla
di—dy=d. (2.18b)

2|l verso positivo did; e d> & quello dal quale si ossen sovrapporsi adi; tramite una rotazione antioraria.
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Le (2.18) costituiscono un sistema nelle incogdites d, la cui soluzione porge

i — d
iy — wa w1 sm’yQ(pl 2p2) + d (w1 cosy + wa)] , (2.19a)
wi + wj + 2wiws cosy
wi [wa siny (p1 — p2) + d (w1 cosy + wo)

w? + w2 + 2wiws cosy

ds (2.19b)

Esempio numerico
Con riferimento alla Figura 2.2 siano assegnati i seguergoti

w={,a ) wm={,2 ]

con

p1 =1, p2 = 2 e siad = 3 la minima distanza tra gli assi dei torsori. Si calcoli ildore somma.
L'applicazione delle (2.12) (2.15), (2.17), (2.19) rigpetmente fornisce:

-o={0 £ L }T;
- p=212;

-1 =2 = 22.5%

- d1=1.29,dp=-1.71.

Figura 2.2: Nomenclatura

2.3 ll cilindroide

Anche in questo caso per la composizione dei torsori faréfegmento ai torsori cinematici, sebbene ad analoghe
conclusioni si giungerebbe operando su torsori dinamici.

In particolare si vuole determinare il torsore cinematic$ = {

STRR ]

} la cui applicazione ad un corpo produce le
medesime condizioni di moto dei torsori cinematici

m={2} -

< &L

2

2 } (2.20)





